PROPOSTA DIDATTICA PER UNDIVERSOSVILUPPO DELLA GEOMETRIA CON LUSOSTRUTTURALBELLE

ISOMETRIE

Per chiarire la metodologia che sta alla base eglbsizione, € opportuno prendere l'avvio dal
resoconto del professoxéllani relativo alCongresso internazionale di Cagliari sull’insegnartee
della geometria del981; in esso si legge:

1.

2.

«Di geometria ne va insegnata parecchia, a tditelli di scolarita; piu di quanto si usa
attualmenteda allora la geometria e stata ancora di piu trasaa!, il corsivo € mio).
Occorre distinguere diversi stadi di apprendimetegli allievi e, in ogni stadio, si devono
riprendere e rielaborare le nozioni dello stadiecpdente e preparare il terreno agli sviluppi
previsti nello stadio successivo.

Nella fase intermedia fra I'insegnamento “sperina@itdella scuola elementare e media e
linsegnamento “razionale” degli ultimi anni di sda secondaria superigreccorre
prevedere uno_stadio dwio al metodo di deduziond’oiché I'assiomatica dEuclide-
Hilbert & troppo complessa e guella vettoriale troppo atdrai si limitera in questo stadio

a familiarizzare gli allievi su parti circoscrittea significative della geometria.

In quest’ottica I'insegnante deve possedere urdassiica sottostante intuitivaemplice
dagli assiomi_forti— tali cioeé da consentire sin dall'inizio un rapidccesso a teoremi
interessanti e non immediati — ma intuitivi in gtatraducono proprieta dello spazio che ci
circonda, facili a verificarsi (a esempitAssiomatica a base metrigaroposta d&Choquet
gia nel 1959 e utilizzata nei testi Brodi, Lombardo Radice e Mancini Proia, Belli e
Lupo Perricone e Pagnie Pallini).

La strutturazione delle conoscenze in teorie of@deve essere I'obiettivo finale di tutta

I'attivita didattica, manon ne puo costituire in alcun modo il punto di par&n

Gli Elementidi Euclide, summadella matematica fino al 300 a.C. circa, hannditto® per due
millenni il paradigma perfetto di sistema ipoteteduttivo, che ha influito fortemente sulla
matematica e sulle scienze in gen&pifozalo uso addirittura per... provare I'esistenza di)Dio

Il trattato euclideo € in effetti la sintesi creatidel lavoro compiuto da parte dei matematici igiaec
partire daTalete (VI secolo a.C.), i cui importanti risultati eramonseguenza piu dello sforzo
euristico che del rigore dimostrativo

In essi, come in tutta la letteratura scientific@og a eccezione dé Metodo di Archimede
(scoperto casualmente nel 1906), non v'e tracciduto il lavorio che ha portato scoprire e
congetturarele varie proprieta, che sono st@@ tradotte in dimostrazioni. Queste sono svolte in
modo razionalmente perfetto, ma con costruzionraegaimenti talora artificiosi legati al caso
specifico - senza lindicazione di alcun metodo generale plossa servire da guida per la
dimostrazione affrontata e per altre.

Gli Elementinon costituiscono quindi un testo scritto a scopo ficka

Archimede, pur essendo l'ideatore di dimostrazioni che sanomodello di rigore malgrado la
straordinaria complessita, chiariscellnéetodoche:
la_matematica, non e solo rigore,pma ancora e maggiorment@tuizione, formulazione di

congetture plausibili, ottenute anche medianteresmee reali o ideali

Questo il pensiero del matematico tra i piu gratidiempre: sarebbe opportuno farne tesoro.
Leibniz, intorno al170Q scopri una crepa nella maestosa architetturageieio di Alessandria:
neppure la prima proposizione degklementisi poteva dedurre dainque assiomi euclidei. E
Schopenhauey piu di un secolo dopo, notd che anche la quadpgsizione — il cosiddetto primo
criterio di congruenza dei triangolinen era dimostrabile con gli assiomi deBlementi

ll_sistema assiomatico di Euclideon eracompleto cioé non consentiva di dimostrare tutte le

proposizioni vere della geometria

Hilbert aveva come programma filosofico-scientifico queligprovarecoerenzgconsistenzp cioé
non contraddittorieta, eompletezzalella matematica. Per ovviare alle lacune de&ggimentine
propose nell899una edizione riveduta e correttdzandamenti della Geometri@he contenevano
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benventuno(!) assiomi. Inoltre, per evitare che in futuro qualtdacesse le pulci &ondamenti
dimostro che il suo sistema assiomatca completo
Per quel che riguarddsondamentigli intenti di Hilbert erano, come si é detto:

1. Rivedere, correggere e completareémenti

2. Stimolare i matematici a cimentarsi nella ricercallad completezzae coerenzadella

matematica di cui fermamente convinto.

Purtroppo per lui, nel 1930-3X;06del, con i teoremi diincompletezzamise fine all’illusione
razionalista che la matematica potesse dimostagpeojpria coerenza.
Anche iFondamenthon sono quindi un libro di testo scolastico

Intorno al 1830Bolyai e Lobacevskij introdussero, indipendentemente, la geometria nchdea
dettaiperbolica (Gaussnei primi anni del 1800 era giunto a conclusianmik, ma non le aveva
pubblicate «per evitare le risa dei beoti», pelodoon le sue stesse parole). Inoltre, nello stesso
periodo, il precocissimo genio @alois ideo laTeoria dei gruppiche ha assunto una straordinaria
importanza sia in matematica sia nelle scienzeicgipl_in fisica delle particelle elementari dopo
l'introduzione dei Gruppi continui di dSophus Lie Nel 1854 Riemann propose un’altra
geometria non euclidea, quedliittica, che servira da modello perRelativita generale.

Queste idee innovative culminarono mebgramma di Erlangerdi Klein del 1872 In esso egli
propose, e la comunita scientifica fece prophie:c

“Una geometria e lo studio delle proprieta che rimamgarariate quando si sottopone il piano (lo
spazio) a umgruppo di trasformaziofii

Nel 1915 la scienziataEmmy Noether fuse simmetrie, nel piut ampio senso moderno di
trasformazioni invarianti rispetto a determinate ratieristiche e leggi di conservazionee
dimostro chea ogni simmetriacontinua corrispondaina legge di conservazione e viceversa
* La simmetria per traslazione corrisponde alla cogsgone della quantita di moto
* La simmetria rispetto al tempo corrisponde allasermazione dell’energia
» La simmetria per rotazione corrisponde alla coresgone del momento angolare, cioé del
momento della quantita di moto

| nostri testi di geometria invece, hanno seguitseguono il metodo di Euclide-Hilbert, con
rarissime eccezioni, come quelle prima segnalaktdilgo di Morin e Busulini (1960), tra i pochi
citati anche nelle bibliografie di autori stranieri

(Nei libri di testo le trasformazioni sono preseatalopo avere svolto la geometria in modo
tradizionale e diventano cosi un’incomprensibilesgnte e inutile sovrastruttura).

Presento a questo punto alcune considerazioni opplirtunita dell’uso strutturale delle
trasformazioni nello studio della geometria. Talwomo tratte dal citato resoconto del professore
Villani, altre, piu modestamente, sono frutto defiea personale esperienza e riflessione.

* L’impostazione tradizionale pone l'accento su staai “locali”, su singole figure delle
qguali studia alcune proprieta, con metodi ingegnmoai legati a casi specifici, quindi non
estensibili allo studio ed alla classificazione alfire figure di tipo piu generale. Con le
trasformazioni invece € coinvolto tutto I'ambiente cui si opera (piano o spazio), e
'attenzione si sposta dalle “figure” alle loro Yprieta”. Cid permette una maggiore
generalita, sistematicita e unitarieta di metodilpestudio e la classificazione delle figure.

* Il nuovo assetto logico-deduttivo, che utilizzeistematicamentele trasformazioni
geometriche, propone un numero ridotto di assiginsémplici, intuitivi e forti.

* Altro punto di forza delle trasformazioni risiedeslla loro struttura di gruppo (non
commutativo), che consente di fornire significategempi di gruppi non numerici e loro
sottogruppi abeliani e non. La struttura di grugpoicca di conseguenze e favorira, nel
seqguito degli studi, I'introduzione degli spazi teeiali. Inoltre 'uso delle trasformazioni
geometriche permette di svolgere dimostrazioniebtgche” in geometria.
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» Ancora, nelle trasformazioni geometriche e fondaaderia ricerca delihvarianteche & uno
degli strumenti basilari dell'indagine scientifida.Fisica a esempio leggi fondamentali sono
qguelle di conservazione, cioe d’invarianza. Inolteericerca degli invarianti stimola i
procedimenti euristici che sono fondamentali papprendimento. E ancora lo studio delle
proprieta che rimangono costanti permette di amglgdi insiemi in cui si opera, passando
dal gruppd delle isometrie al grupp® delle similitudini,| O S, al gruppcA delle affinita,l
O SOA, al gruppoP delle proiettivital 0 SO A O P, cosi come inalgebid 0Z 0 QO
R, evidenziando una maggiore unitarieta nello stuléita matematica.

* Altro punto significativo dell'uso delle trasformamni geometriche e della nuova
impostazione assiomatica sta nella possibilitatilizzare rapidamente i suggestivi e potenti
metodi della geometria analitica la cui importarZaevidente e indiscutibile e trova
immediata applicazione allo studio della Fisica icheerti istituti inizia gia al primo anno.

* Infine, ma non per ultimo, nello spazio I'assiomaithmetria rispetto a un piano permette,
in maniera immediata, l'introduzione della perpeothre da un punto a un piano e le sue
importanti conseguenze estese ai piani perpendicMantre nella trattazione tradizionale
devono essere premessi vari teoremi, tra i qualilgtidelle tre perpendicolari” € complesso
gia nell’enunciato. Anche la traslazione poi reimdmediate alcune dimostrazioni.

Dopo queste premesse traccio il percorso che segugndendo le mosse.....dalla preistoria.
Gia l'uvomo primitivo, per spostarsi da un postonfpodia un altro piu rapidamente possibile, cosi da
sfuggire a un predatore o giungere per primo afong di cibo,ha scelto “naturalmente” il
tragitto di lunghezza minimdra i percorsi che li congiungono: queltettilineo tra i due luoghi
(utilizzeremo impropriamente il termine lunghezzane sinonimo di misura, perché chiaramente
intuitivo). Noi lo chiamiamo segmento che congiuriggdue punti L'umanita ha poi tradotto in
termini matematici la molteplicita delle sue espezie in tali situazioni nel concetto di distanza tr
due puntj come lamisuradel percorso rettilineo fra essi
guesta la prima idea fondamentale nel “piano” dedieana
L’idea della lunghezzaegmentoe legata quindi all’attivita umana primitiva. Uarmo lungo, solido
e appuntito divenne uno strumento di difesa e affaa tronco d’albero di lunghezza conveniente,
fatto cadere tra le due rive di un ruscello, cotis#irsuperare quest’ostacolo, e ancora dei trodichi
opportune dimensioni divennero pilastri per le fitiéae pareti delle capanne, ecc.
Negli Elementidi Euclide, ilterzodei ventitré “termini” afferma: « Estremi di uria¢a sono punti».
Poi i postulatil e 2 asseriscono:

1. «Che si possa condurre una linea retta da un @safsinto a ogni altro punto»

2. «E che unaettasi possa continuamente prolungare in linea retta».
Anche per Euclide quindi, concetto basilare e itpeso rettilineo fra due puntioé quello che noi
chiamiamo segmentoon l'idea di retta che &€ una postulazione ssgiva. Ed e la “retta terminata”
— il segmento — che utilizza nel resto ddgliementi Il secondo postulato poi esprime il concetto
aristotelico d'infinito in potenza che ha dominatomatematica fino alla seconda meta del XIX
secolo, corfinfinito in atto di Cantor, e usato gia, intuitivamente, da Galilei nel mpaoabolico.

Importanza della simmetria speculare nella Natura

In principio fu lasimmetria.

Secondo iModello standardinfatti, dopo circal0>? secondi daBig Bang, comparvergarticelle

e antiparticelle

Successivamente, cire®)0.000anni dopo il Big Bang, emerse la luce, che si cont@pcome se
“annusassel percorsi e scegliesse quello in cui impiegteihpo minimo e fa il percorso piu breve
per andare da un punto a un alteoriflessione della luce infatti una legge di simmetria.

Poi, nel corso dell’evoluzione la Natura, cir6@0 milioni di anni fa, escogitdo la_simmetria
bilateralee si accorse che essa era una strategia vincertieeg‘economica’™due al prezzo di uno
E la simmetriabilaterale o specularesi manifesta in Natura sia nel campocroscopico— a
esempio nelle strutture delle molecole delle sa®aistalline - sia in quellmacroscopicce nei
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mondi minerale, vegetale e animale, in quest’ultimparticolare. Cio non si puo attribuire al caso.
Infatti, gli animali sono aggregati di miliardi dniliardi di molecole, ed esistono certo modi
infinitamente piu numerosi di costruire con essetitre asimmetriche piuttosto che simmetriche.
L’'uomo, suggestionato dal senso di armonia di cedefigurazioni presenti in natura, € stato
indotto, fin dai tempi piu antichi, a riversarestervazione delle figure con tali caratteristiceen
creazioni artistiche. E invero molti esempsdnmetrie(e anche diraslazionie simmetrie centrali
utilizzate in modo matematicamente non consapesgoleovano gia irgraffiti del paleolitico e del
neoliticoe poi nei capolavori di tutti i tempi e di tutted®ilta. Inoltre, stano ma vergjmmetriee
traslazioni sono utilizzate e associate a regole ben precismusica, si in musica! Esse sono
chiamate, a seconda delle caratteristiche presenttrdi o anticipazioni, trasposizioni, moto
retrogrado, inversioni melodich&he costituiscono le solide basi delle maestodeitatture delle
opere dei grandi compositori del passato covinealdi, Bach, Mozart, Behetoven Handel,
Debussy per citarne alcuni, e anche in quelle del pres@&sttisti e Battiato a esempio

| concetti fondamentali sono allora distanza fra gunti e simmetria bilaterale

Il sistema assiomatico utilizzato introduce da guldd continuita, che puo essere presentata in
maniera didatticamente semplice, basandosi sudiiesmza comune, come illustrato nell’appendice.

Introdotta la simmetria assiale proponendone smatife immagini e presentando progetti con

software dinamici, gli assiomi, sottintesné€glio) o presentati sin dall’'inizio, sono i seguenti

ASSIOMA | (d’incidenza)
Per ogni coppia di punti distinti esiste una rettd una sola cui appartengon@Oppure, piu
solitamentePer due punti distinti passa una ed una sola retta
ASSIOMA 11 (di Euclide)
Per ogni rettar, e per ogni punt® esiste una ed una sola retta geparallela ad r (O anche)
Per un punto si puo condurre una ed una sola rettallela a una retta
ASSIOMA 111 (di ordine)
Ogni retta e dotata di due relazioni d’ordine ta@alina opposta all’altra
ASSIOMA 1V (di partizione)
Data nel pianoTt una rettar, l'insieme complementare di rispetto am € suddiviso in due
sottoinsiemidetti semipiani apertidotati di infiniti punti e tali che
* il segmento che congiunge due qualunque punti di stesso semipiano aperto non
intersecar;
* il segmento che congiunge due qualsiasi punti whigiani aperti opposti incontra
ASSIOMA V (della distanza)
A ogni coppia di punt{A,B) del piano & associato un numero reaid), dettodistanzatra A e B,
che indichiamo corAB, con le seguenti proprieta
» AB=0se e solo sA=B;
e per ogni coppia di punti (A,B)AB =BA (proprieta simmetrica della distanza);
* assegnati una semirettadi origine O ed un numero reale=0, sus esisteuno ed un solo
puntoP tale cheOP=r (continuita);
» per ogniterna di punti4, X eB} si ha:
AB < AX + XB (disuguaglianza triangolare)
dove 'uguaglianza valse e solseX appartiene al segmenAdB che denoteremo cdAB].
ASSIOMA VI (di simmetria)
Per ogni rettasdi Ttesiste una ed una sola simmetria di asse

Introdotto I'angolo come rotazione, angolo di deengette della stessa origi@e a e b nell’ordine,
e la rotazione di centr® che trasforma in b, si puo rendere chiaro I'assioma successivo méglian
I'esempio concreto del “giro vita”, cioé “del filvvolto attorno a una circonferenza”).




ASSIOMA VII (della misura degli angoli)

A ogni numero reale=0 e associato un angolo, di cuié detto la misura o ampiezza, tale che alla
somma di due angoli consecutivi & associato il moreemma delle ampiezze dei due angoli.
Se0<r<2m, (0°<r°’<360°) il numero e dettonisura principale; ogni altra misura € un suwoultiplo
intero relativo d2zr (360°) Un angolo ha quindifinite misure.

Sep (p°) € la misura principale di un angolo, ogni misxi&x

x=p+2kr, conk1Z, 0 x°=p°+k360°, conk1Z (vedi risoluzioni delle equazioni goniometriche).

Ecco il percorso che si potrebbe seguire prendendwsse dalle isometrie.

Partire da immagini della natura, dell’arte, espeze comuni, software dinamici e attivita pratiche,
che ne chiariscano le proprieta fondamentali csiigiovani si rendano bene conto del “sorte” dei
punti (La nozione astratta di corrispondenza biaoase chiara per i docenti, non per i giovani).
Proporre l'approccio razionale partendo dalla sitm@eassiale — data intuitivamente o come
assioma - (che consente di ottenere in modo seeplitnmediato molte importanti proprieta, e
successivamente di traslazione e rotazione - gusimdmetria centrale - che si ottengono dal
“prodotto” di particolari simmetrie assiali.

Didatticamente e opportuno presentare diversi tebceme problemi che porteranno all’enunciato.
E bene poi far notare che il piano non si riductoglio o alla lavagna: il piano € infinito. Inadtci
sono contesti in cui gli “oggetti” geometrici nohp®ssono rendere in grafico o in cui una proprieta
dedotta dal disegno potrebhen essere vera perché riferita solo a casi spedficiecessario quindi
controllare con la ragione cio che abbiamo int¢@enni di logica e “comuni” regole di deduzione).
La domanda fondamentale che ci si deve porre dfrmfo un problema o una dimostrazione é se
c’é un’isometria, all'inizio una simmetria assiatequalche teorema provato che ci puo aiutare

SIMMETRIA ASSIALE

Navwst) lisvnche

La simmetria assiale: “madre” e regina di tutte le isometrie.
Riprendiamo la definizione di simmetria rispettore retta o simmetria assiale.
Data una retta, diciamo simmetria di asse!'isometria tale che

o Tutti e soli i punti dia SOno uniti
o0 Ogni punto di uno dei semipiani aperti determingddi a si trasforma in un punto del
semipiano aperto opposto

La prima caratteristica assicura diesse € costituito di punti unitiPer la seconda & spontaneo
chiedersi se la retta che passa per due puntiiagstistinti gode di qualche particolare proprieta
Sianos, la simmetria rispetto a una re&taP un punto che non le appartienB'él suo simmetrico.
Poiché P e P' appartengono a semipiani aperti opposti, il segmé¢RP’]
interseca in un puntoH (assioma V), che é per cpunto unito (figura).
Allora i puntiP, P' eH stanno sulla stessa retta che possiamo indicane &P,
PH o P'H; maPH ha per simmetric®'H, cioé se stessa, e da cio la rélR e
unita nella simmetria rispetto adLa proprieta dimostrata costituisce il P
Teorema 1
In una simmetria assiale la retta che congiungepdué corrispondenti distinti € unita
Sotto la forma condizionale (alla quale e beneuald i giovani):
Ses, € la simmetria di ass®& allorala retta per due punti associati distintu@ita in s..
Osservazioni

1 1segment{P'H] e [PH] sono simmetrici, hanno allora la stessa lunghe#= HP .
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2 Indicato conA (figura precedente) un puntoaliiverso deH, AHP e AHP' hanno la stessa
ampiezza perché simmetrici e, poiché la loro sorama angolo piatto, sono retti.
(Anche il termine ampiezzaigproprio ma chiaro e intuitivo per i giovani in questo stad

N.B. L'asse di una simmetrialgaogo di punti uniti , cioé ogni suo punto ha per associato se stesso
(e fisso, sta fermo), per cio si dice chepairitualmente” unito. Invece la retta individuata da due
punti simmetrici distinti éunita nel suo complesso. Cio significa che i suoi puesicluso quello
comune con l'asse, immagini diverse da sé; taltimitrasformanaiposizionandospero sulla retta
stessa (si scambiano le semirette opposte rispett): tale retta si dice globalmente> unita.

Faccio osservare a questo punto che I'esistenaaigita della perpendicolare da un punto a una
retta, nell'esposizione tradizionale sono molto pboate e artificiose

Ecco come si puo procede nella nostra sistemaz{@neolte sard un po’ sintetico perché quanto
scrivo € solo esemplificativo della metodologialst).

Il ruolo speciale della retta che congiunge duetipgimmetrici distinti e lOsservazione 2,
suggeriscono la seguente

Definizione

Una retteb si diceperpendicolarea una retta, seb é diversadaa e unita nella simmetria di asse

Il secondo punto dell’osservazione precedente &dkl nuova definizione di perpendicolarita con
guella che i giovani conoscono dalla scuola media.

Il teorema e la definizione precedenti garantisderngeguente proprieta:

Per un punto fuori di una retta passa una soleepéipolare a una retta data

E la retta che passa per il punto dato e per il simmetrico rispetto alla retta assegnata

E’ naturale chiedersi se questa proprieta & vertheagquando il punto appartiene alla retta.

Cioe: SeP € un punto di una retta, esiste una e una sola perpendicolare Bexd a? Scopriamolo.
Ci possiamo servire del teorema precedente e, dofnrequente, della simmetria assiale.

Per il Teorema 1 da un puntoQ fuori di a possiamo condurre una SO
perpendicolare ada, unita ins,; chiediamoci se c’e qualche “speciale” retta pe st 1Q
di cui e facile trovare la simmetrica: I'unica eespecialeé la parallela perP ar. o=s P=r
Nellas,, s', simmetrica ds, deve passare pBr punto unito, ed essere parallela §
che e unita; allorss’ e parallela ar perchéin un’isometria rette parallele si ——1p m
trasformano in rette paralleléPer I'Assioma Il, s' coincide cors,

che quindi é unita is, e, in forza della definizione, perpendicolareaad

In conclusione:

Per un punto di una retta si puo condurre una esal@aperpendicolare alla retta
Le proprieta sotto segnate si possono sintetizzare

Teorema 3

Per ogni punto del piano esiste una e una solapdigolare a una retta data
SeP € un punto del pianalloraper P passa una e una sola perpendicolare a una i&tta

Si dimostra poi facilmente |l P
Teorema 4

SeP é un puntduori di una retten, allora esiste sa unsolo puntoH la cui distanza
daP é minima (Simmetria groprieta triangolare applicata al triang&aP’ (figura). a H A
Allora: il punto di una rettaa con distanza minima da un punto d&a il puntoH
comune aa e alla perpendicolare pe? ada.

P

Il puntoH é detto proiezione ortogonadesemplicemente proieziowéP sua.
Il precedente risultato é particolarmente impoeggrché esprime [gerpendicolarita in termini di
distanza minimatra un punto e una rettia perpendicolare da un punt® a una rettaa si puo
pensare come la retta p& e per il punto dia che possiede distanza minima HalLa distanza

minima fraP e i punti dia, cioéla lunghezza del segmento di perpendicolarePdad a, PH , si
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definisce distanza d? daa (Essa € quindi un numetb>0, non un segmento come scrivono quasi
tutti i libri di testo di geometria di primo anno)
Corollario 1

In un'isometria rette perpendicolari si trasformancette perpendicolari
Il puntoH di s (figura) &€ quello dr a distanza minima d& alloraH’, associato dH ‘ L/
nell'isometria, € il punto d&, immagine ds, a distanza minima d@ sur’, poiché in r P

un’isometria le distanze tra coppie di punti cgroisdenti sono uguali. /ﬁ H
S

E immediato anche il successivo (simmetria assigl®prieta triangolare).

Teorema 5

Se una retth € perpendicolare a una reétaalloraa € perpendicolarea

Allora la relazione di perpendicolarita fra rettedg dellaproprieta simmetricae quindi Si puo
parlare di rette perpendicolari senza indicarnedlite

Proseguiamo nella scoperta di semplici ma sigriifiea proprieta delle simmetria assiale,
esaminando come si trasformano, in una simmetsialas altri semplici “oggetti” del piano
Teorema 6

Seuna retta interseca I'asse in un putdaetta simmetrica incontra I'asse nello stgssota

Il punto comune alla retta e all'asse € unito, dula retta corrispondente passa per lo stessmpunt
Teorema7

In una simmetria assiale una retta parallela a&€as trasforma in una retta parallela all’asse
Seuna retta e parallela all'assdi simmetriaallorala sua corrispondente e parallela all'asse

Per assurdo. Se la simmetrica intersecasse I'gesel] teorema precedente, anche la retta data
dovrebbe incontrarlo, contro l'ipotesi, da cuidsit

Corollario 2 (Importante

Se due rette corrispondenti in una simmetria assiaho incidenti, allora il punto comune € unito

Legame fra perpendicolarita e parallelismo tra rete.

Teorema8

Se due rette sono perpendicolari a una stessaaktta sono parallele
Si puo dimostrare facilmente per assurdo.

Si provano subito, senza le proprieta delle rediralfele tagliate da una trasversale, i teoremi:
Teorema9 (Inverso del precedente)
Se due rette sono paralleddloraogni retta perpendicolare a una e perpendicoléedti.

Sianob e cle rette parallele a la perpendicolare @in un suo punt@. Proviamo che
b', immagine db nella simmetria di assesg coincide corb.

Dal Teorema 3per qualunque puntB di b esiste la perpendicolageada. Usiamo b=p’ P
oralg simm_etrias?; in essgp € unita e, per il teorema _precgdente, e pgrallelapar +H
I'assioma di Euclide coincide corb che risulta cosi unita, cioé perpendicolaraad ¢ |c

| teoremi 8 e 9 stabiliscono una condizione su#fité € necessaria perché due rette siano parallele
Teorema 10

Date due rette parallele la distanza di tutti itpdnuna dall’altra & costante

Se due rette sono parallel@lorala distanza di tutti punti di una dall’altra é castte

Sianob e c due rette paralleld? e Q due qualsiasi punti di una di esse, a ese

b, eH eK nell’'ordine le proiezioni ortogonali d# e Q suc (figura). Proviamo che
QK = PH servendoci della simmetria assiale. La piu sportanguella relatival b
all'assea del segmentdQ, chiamiamolas,. In s;, PQ € unita per costruzione
HK per il Corollario 1; poi a P corrispondeQ e l'associato dH punto dica | © # K=H
distanza minima d®&, € il puntoH' di c a distanza minima d@; ed esso & pel

ipotesiK: K= H', da cui la tesi.
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Quanto provato permette di determinare subito leariopni delle rette parallele agli assi; cio e
importante, dato che gia al primo anno ci si sep&sso dei grafici in fisica

Ritengo di avere chiarito sufficientemente I'usdasimmetria assiale nelle dimostrazioni.
Proseguo presentandone I'utilizzazione nelle appiani.
Nella trattazione, chiamiamola caabderna le figure si classificano in base alle simmetassiali
o centrali) di cui godono. Per i triangoli si déskguente
definizione si diceisosceleun triangolo che ha un asse di simmetria
L'asse allora passa per un vertice e scambia wlidle (E opportuno mostrare con sofware
dinamico che e globalmente unito).
In virtu delle proprieta della simmetria assiaienéenediato provare che:

* Se un triangolo ha due angoli della stessa ampiediarae isoscele

SiaABC un triangolo conB eCdi uguale ampiezzp ey (figura). Nella simmetria
S, rispetto all'assea del segmentoHC], che lo interseca nel punto medib, la
semirettaBC ha per immagine la semiretB e la semirett®8A si trasforma nellg
a
B M C

semiretta di origin€C — immagine diB - che forma corCB un angolo di uguale
ampiezza: questa e la semireta. Per ilCorollario 2 le semirettdBA e CA sono
associate irs,, ed essendo incidenti W, questo e unito. Allora la retiaM e asse

di simmetria éABC e isoscele (A\C = AB e cosi ilABC e isoscele).
Nell’esposizione tradizionale la dimostrazione igla e complessa.
* In ogni triangolo isoscele
1. Le mediane che escono dai vertici della base hinsiessa lunghezza.
2. Le altezze che escono dai vertici della base hémstessa lunghezza.
3. | segmenti di bisettrice degli angoli alla basarwla stessa lunghezza.
Nella sistemazione tradizionale le dimostraziomasaomplicate perché i triangoli che si devono
considerare sono “incastrati” uno nell’altro e tine@lbisogna ogni volta esaminarli alla luce diesrit
di congruenza diversi. Noi invece utilizziamo lmsietria rispetto all’asse del triangolo.

Le mediane relative ai lati isometrici hanno lsstelunghezza C

Nella simmetrizs rispetto allass€H del triangoloC € unito e ad\ corrispondeB.
L'immagine diM punto medio dAC deve avere stare €LB e avere d& — che e
unito ins - distanza uguale alla meta AC: essa & allora il puntd': AM'= BM .
M
N
L

Le altezze relative agli lati isometrici hanno tessa lunghezza

Ancora nella simmetria I'associato di, punto del segmentdC a distanza minima
daB, € il punto diBC - immagine diAC - a distanza minima da corrispondente d
Bins, cioeL" quindi AL'=BL.

Le bisettrici degli angoli alla base hanno la sadesghezza

|
A H

Sempre ins, ABN ha per associato I'angolo di vertiée— simmetrico diB - che
forma con la semirettAB — immagine della semiretBA - un angolo di ampiezza uguale a quella

di HBN : tale angolo e per ipote®AN', quindi la tesi.

Un’osservazione interessante

Poiché i segmentiAM' e AM sono corrispondenti e incidenti, essi, perCorollario 2,
s’intersecano in un punto dell’asSeél. Analoghe considerazioni per altezze e bisettrici.

Per dimostrare queste proprieta con la sistemazradeionale, si deve faticare non poco.

Presento infine due esempi che si riferiscono sti'della simmetria nello spazio. In esso, oltre ai
consueti assiomi, si da I'assioma di simmetriaaigpa un piano che €, come osservato, “naturale”.
Per ogni piano esiste una isometria e una soldetta simmetria rispetto al pianqg nella quale:
o tutti e soli i punti del piano sono uniti
0 a un qualungque punto di un semispazio aperto € assato un punto del
semispazio aperto opposto



Perpendicolarita fra retta e piana

In analogia a quanto fatto nel piano, rendiamo tiedva” la definizione p
di retta per un punto perpendicolare a un piano. rlr
Dati un pianoa e un puntd® non appartenente ad, diciamoP’ il suo

associato nella simmetria rispetto @d,. edr la rettaPP. PoichéP e P’ H!
stanno in semipiani aperti opposti, il segmem®'| interseca il piano
nel puntoH, unito insy; le rettePP', PH e P'H coincidono,ed essendc p
P'H corrispondente dPH, la rettaPP € unitain s,.
Poniamo allora la seguerdefinizione

Una retta si dice perpendicolare a un pianogegiace su questo ed e unita nella simmetria rigpett
a esso

Poiché e unica la retta per due punti distintiJadabstruzione fatta e dalla definizione precedente
otteniamo immediatamente il

Teorema 1

Tutte e sole le rette che passano per coppie dii gorrispondenti distinti nella simmetria rispetto
a un piano sono perpendicolari al piano

Corollario
Per ogni punto_norappartenete a un piano si puo tracciare una ed sak perpendicolare al
piano (quella che passa per il punto e per il suo qoonslente nella simmetria rispetto al piano).

Ci proponiamo ora di provare che vale, come suggeliintuizione, il

Teorema 2
Per ogni punto appartenete a un piano si puo traxiuna e una sola perpendicolare al piano.
Sianoa un piano € un punto sua (figura). Indicata corg una ; q

retta perpendicolare ad, in analogia a come fatto nel piano,
consideriamo la retta per P parallela ag: nella simmetria rispetto ~q
ad a, &, r' associata dr, passa peP che e punto unito, ed €
parallela ag, poiché una isometria conserva il parallelismo;qre
unita in &, quindi r'sr per l'assioma di Euclide: allora iy
perpendicolare ad.

| due teoremi precedenti si possono sintetizzare ne

Teorema 3

Per ogni punto dello spazio si puo condurre unaied sola perpendicolare ad un piano.
Teorema

Sezioni parallele di uno stesso diedro sono angglla stessa ampiezza

Sianoa e S due piani del fascio di asse una ret&y e J gli angoli intersezione d
due piani paralleli che intersecano il diedro rispamente in due semirette di

vertici O e O'. La traslazioner di vettore OO' muta I'angoloy nell’angolo ¢

perché in una traslazione a semirette corrispondsemirette parallele e
equiverse. | due angoli hanno allora la stessa eampi poiché associati in uf
traslazione.

In particolare, tutte le sezioni normali di un dethanno la stessa ampiezza

Spero di avere esposto in modo comprensibile il peiasiero e mi scuso per le imprecisioni.
Se qualche collega per (s)ventura volesse scambisrene qualche idea o esprimere critiche in
relazione a quanto ho scritto, puo contattarmeglente indirizzo: grassoalfino@yahoo.it.

Alfio Grasso Giarre 24 Settembre 2013



Appendice

Gia presso i popoli antichi, dati due luoghi, duenp la loro distanzara indicata da unumero
positivo che quantificava, misurava il rapporto fraragitto rettilineo che Ili legava e un tragitto
rettilineo prefissato, quello che chiamiamo unitandsura.

Questa era legata, a seconda delle situaziontrtiadpacorpo o a oggetti concreti o situazionilicea
Cosi troviamo:

dito (2 cm circa) palmo(7-8 cm),spanna25 cm circa)piede(30 cm circa), cubito(50 cm circa)
passo(75 cm circa) pertica(3 m circa),asta(52 m circa), stadio (180 m circa), fiume (20 Km
circa)

Autostrade di Roma antiqan’introduzione “soft” dei numeri reali non negayi

A partire dalla fine del IV secolo a.C. i romanistmirono strade di grande comunicazione per
collegare le cittd piu importanti e consentire aggerciti, alle merci e ai cittadini di viaggiare
rapidamente. L'imperator&ugusto, nel 20 a.C. piazzo Miliarum aureum(la pietra miliare aurea)
nel foro a Roma. Si voleva cosi evidenziare andopau che Roma era il centro del mondo.

Lungo le strade, i cippi dellpietre miliari, in cui erano incise le distanze dal cuore deffaro
permettevano di conoscere esattamente i luoghiadealistanze (la parolailiari deriva dal latino
milia, cioe miglia; 1 miglio = 1480 m circa). Ancora oggi, ymle strade e le autostrade si trovano
cippi o cartelli che indicano le distanze in chiksm da una citta.

Chiaramente se uno abita in una piccola frazioimeuna casa singola fuori citta, si devono usare
unita di misura piu piccole. E, man mano che ldadize diminuiscono, si devono usare unita
sempre pitl piccole (il diametro di un elettronee’drdine di 10" cm, cioé& 0,00000000000001 un
decimillesimo di miliardesimo di centimetjo

Usiamo allora la matematica e vediamo come espeinmetutti i casi la distanza fra due punti. Per
ottenere ci0 stabiliremo uno stretto legame fraumari r>0 e i punti di una semiretts, che
possiamo pensare come la rappresentazione geomnéitrima strada a senso unico e la cui origine
coincide con I'inizio del senso unico stesso.

Assegnata una semiresali origine O, fissiamo su essa un purifoe assumiamo il segmen@U

come unita di misura dei segmenti, cioé poniamdistanza treD e U - che s'indica con -OU -

uguale a unoOU =1.
Consideriamo ora un numero naturale, per esemgiio| 1/4 B(3/4) .
riportando due voltesu s a partire daO il segmentoOU | u(L) A(2) S

s’individua un solo puntcsiaA, tale cheOA=2:
chiamiamoimmagine, associato o corrisponderde 2 mediante il procedimento descritto e lo
indichiamo corA(2).

Analogamente, preso un numero razionale, a esempetio rappresentato dalla frazioid#,
dividiamo l'unita in quattro parti e troviamo il pto B riportando sts, a partire daD, tre volte la
guarta parte ottenuta (figura): anche in questo dasrocedimento utilizzato ci fa pervenire a un
solo puntoB di s, scriviamo alloraB(3/4). E il punto B ora I'immagine, l'associato o il
corrispondentesus di 3/4.

In generale, assegnato il numero razionale indatiolwalla fraziona/d - conn e d naturali ed
diverso da zero (perché?) - dividiamo il segmentibanio d parti, uguali al/d e riportiamo sis a
partire daO n volte il segmentd/d: consideriamo il punt® cosi ottenuto 'immagine di/d sus, e
scriviamoP=(n/d).

Con questo procedimento possiamo disporre tuttumeri razionalig>0 su una semiretts,
trovando a ciascuno un posto su un unico puntKgine O di s
associamo chiaramente(n

Pensate che abbiamo esaurito i punti della sem&@he 'abbiamo
“riempita’? Per accertarcene eseguiamo una semgiisguzione.
Realizziamo il quadrato che ha per lata partire dall’origineO della
semirettas. La misura della diagonale, in forza del teorema vz
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Pitagora, che avete gia studiato alla scuola medis/1? +12 =+/2.
Riportiamo ora d sus, sempre da, otteniamo il puntd tale cheOD =+/2. La costruzione

suggerisce ché2 e compreso frd e 2, ma non sappiamo che “razza” di numero e. Impteea
conoscerlo bene in seguito assieme ad altri infilelia stessa stirpe, per ora vi € sufficienteesap

chex/2 non & un numero razionale, non si pud esprimereeama frazione quindi come numero
decimale finito o periodico. Esso appartiene a wovo club esclusivg quello dei numeri
irrazionali . Essi, nella scrittura decimale, presentano lattaistica che sono numeri decimali con
infinite cifre dopo la virgola, ma senza periodo

Allora sus esistono punti che non rappresentano numeri razjaquesti lasciano sulla semiretta

infiniti “buchi”. Se perd consideriamo numeri come2 ~3,410,%/2, ecc, che avete gia
incontrato alla scuola media, essi permettono iginfpire” le infinite lacune lasciate dai numeri
razionali: anche ifamigeratonumeros, che si trova nella lunghezza della circonfereriza,
nell'area del cerchiarr?, nel volume della sferg4/3)tr>, & un numero irrazionglé avete usato
con I'approssimazione alla cifra dei centesigit4

L’insieme formato dai numeri razionali maggiori guali a0 e dagli irrazionali maggiori dd si
chiamainsieme denumeri realir>0. Esso s'indica coiR".

Con l'introduzione dei numeri irrazionali maggiariuguali a0 possiamo allora affermare che, data
una semiretta di origineO:

« aogni numero reale>0 corrispondeun solo puntd sus, quello per cuiOP =r;

e aciascun punt® di s é associatbunico numero realg>0 tale cher=0P.
Questo procedimento determina un legdireel fra tutti i numeri realir>0 etutti i punti di una
semirettas e viceversa Cio si esprime dicendo che:
si é stabilita una corrispondenza biunivoca fra puti di una semiretta e numeri reali non
negativi, cioé maggiori o uguali a 0
(Non ho insistito oltre sui numeri irrazionali pkeé; per tutto il primo anno, si utilizza solo un
piccolo numero di proprieta dell'addizione e det@ltiplicazione, gia consolidate, anche se non
assiomatizzate, cioé quelleaimpo totalmente ordinaidei numeri razionalQ).
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