Parabola “diversa”

§1

1) Problema di Delo
Nella straordinaria eredita scientifica lasciataeigli antichi greci, ci sono tre celebri
problemi “impossibili” da risolvere:
* La quadratura del cerchi@ioé la determinazione di un quadrato di areaalegya
guella di un cerchio dato.
» La duplicazione del cubmvvero l'individuazione del lato del cubo di vaile doppio
rispetto a un cubo di lato assegnato.
» La trisezione dell’angoloossia la precisazione dell'angolo terza part@rrdiangolo
fissato.

Va chiarito che i problemi erano “impossibili” diszglvere perché la matematica greca usava
come strumenti di elezione per le costruzioni geaotee, solo la riga (non graduata) e il
compasso. E cio perché questi rappresentavaiiguie perfette- dotate d’infinite simmetrie

- cioé la retta e la circonferenza, mentre rigaommasso non permettono di risolvere quei
problemi.

Quale fosse il loro rilievo e evidenziato addinigtunei versi finali deParadisodi Dante.
Poeta scrive in sostanza: come uno studioso di ge@nsi affatica inutiimente a risolvere |l
problema della quadratura del cerchio, cosi € igipde per la mente umana concepire |l
mistero dell'Incarnazione.

Ci occuperemo dellauplicazione del cuhoche ha costituito uno sprone per la ricerca di
figure geometriche che potessero dare una soluzanahe s@on perfettaalla duplicazione
del cubo.

La scoperta delle sezioni coniche — chiamate comené& coniche — € un risultato
“collaterale” della _duplicazione del cubamota anche come problema di Ddla cui
denominazione sara chiarita dall'insegnante). Patblema, tradotto in termini di calcolo,
comporta la risoluzione dell’equazioné=2.f, nella qualex indica il lato del cubo che
vogliamo determinare ed il lato del cubo datoLa sua soluzione &=I-3/2, numero
irrazionale i greci antichi percnon possedevano l'algebra e soprattutto avevansaaro
terrore dei numeri irrazionali, la cui scoperta — nel \ta@e a.C. da parte dei pitagorici -
aveva sconvolto il loro mondo scientifico e filosof

Intorno al 350 a.CMenecmgq alla ricerca difigure che potessero consentire di risolvere il
problema, determina le coniche secandocano circolare retto— con l'angolo al vertice
variabile - con piani perpendicolari a una gen@airSe angolo é retta curva sezione si
chiama parabolg se acutoellisse (la circonferenza € una particolare ellisse), dmisot




iperbole

Tali nomi furono pero attribuiti solo piu tardi dgollonio di Perga (llI-1l secolo a.C.), che
per primo interseco con un piano variabile, un dogono, nel suo trattatGoniche Questo
e eccezionale al punto da condannare all’oblio rattatto sulle coniche dtuclide. Le
proprieta scoperte da Apolloni@sclusivamente per via geometricgono quelle che si
studiano ancora nelle universita: onore alla gedatet

| nomi assegnati dal grande matematico di Pergaofaiferimento ai problemi, esposti nel I,

Il e VI libro degli Elementidi Euclide, che in seguito sono stati chiamati‘applicazioni
delle aree”. Queste erano gtrumenti geometrioton cui i grecrisolvevanoi problemi che
per noi comportano equazioni algebriche di | orddp.

Intuitivamente le tre curve erano gia note ai gpemi via della clessidra, usata spesso come
“orologio” (nei tribunali, gia all'inizio del IV seolo a.C., scandiva i tempi degli “avvocati”).
La superficie dell'acqua infatti determina con daelella clessidra curve che assumono le

p o

e T\

forme delle tre coniche al variare della sua ira@iopne su un tavolo.

2) Introduzione dellgarabola.

Se l'angolo al vertice del cono € retto, si ottie
come si e detto lgarabola di cui Menecmo
determino, con lageometria elementase la
proprieta caratteristica di cui godono tutti i suc
punti e solo essiNon & noto come il matematigc
greco l'abbia determinata. Ne daremo piu avar
un procedimento fondato sulla geometri
elementare nel piano.

Nei nostri testi lo studio di questa curva piana
inizia in genere con la definizione, e si da peynsato che la curva sia quella del grafico
disegnato.
A mio pareregualungue sia 'argomento da proporre, sarebbe opportuno:
» inserirlo nel contesto storico-culturale che glb@prio (cosi che possa essere anche
fonte di suggestioni);
» prendere le mosse da un probleam, nel nostro caso, proponga della parabola una
costruzione semplice, da cui si puo ottenere famili@ lequazione della curya
» prospettare diversi ambiti di utilizzeia teorici che applicativi.

Questo tipo di approccio presenta almeno due nmtwa interessanti e prevede che la
definizione sia la conclusione di un percorso, noa designazione astratta:
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» La definizione di un “oggetto geometrico” non nepiioa 'esistenza.
(Per la matematica greca un ente geometrico eaisi®o se si poteva darne una
costruzione, ovviamente con riga € compasso).
* La costruzione mediante un software dinamico, odice avere un effetto visivo
chiarificatore, favorisce la partecipazione attila giovani.
Questo un possibile, semplice percorso.
Gli allievi devonogia conoscere luoghi geometrici come: I'asse dsegmento, la bisettrice
di un angolo e la circonferenza. Sanno che quéstalche ¢ il luogo dei punti del piano che
hanno uguale distanza0 da un punto assegnato, detto centro. E spontatwa glorre il
problema: se oltre a un punto assegniamo una cattaon appartienegsistono punti del
piano equidistanti dal punto e dalla re®&i accettano contributi .....
Se non ne emergono, si puo suggerire: tracciarperf@endicolare dal punto alla retta......
Ecco una costruzione molto semplice del nostrodyofiamiamoloy.
SianoF un punto a una retta che non passa peffigura). Un puntdP appartiene g se &
equidistante d& e d. Quindi, poiché la distanza di un punto da untaretla lunghezza del
segmento di perpendicolare dal punto alla ré&t& costretto”a stare sulla perpendicolgpe
a d per un gqualunque puntdl di d ed essere equidistante &ae H. CosiP, oltre ad
appartenere alla rettp, deve stare sull'asse del
segmentd-H, cioe sulla perpendicolareH per il suo
punto medidM.
Al variare diH sud, il punto P cosi trovato descrive il
luogo. A guesto punto si da la definizione.
Dati un puntoF e una rettad cui non appartiene, S|
chiama parabola di fuoc& e direttriced il luogo y dei
punti del piano equidistantla F ed (chiariremo fra breve
perchéF é chiamato fuoco).
Dal suggerimento dato, la rettigperF perpendicolare d
la interseca in un puntd, tale che il punto medi%y del segmentd=D appartiene alla
parabola; essa presenta poiairun asse di simmetriger via della costruzione: il puni
intersezione della parabola col suo asse di sinengtchiamaverticedella parabola.

2) Tangente a una parabola in un suo punto

L’intuizione suggerisce che la rettaon ha punti comuni co
vy diversi daP: proviamolo.

Sia Q un punto diy diversoda P; indicata conQK la sua
distanza dal, distanza minima fr& e i punti della direttrice

d, QH >0k, ma QK=QF perchéQ sta suy, quindi QH >

QF.

Allora, per una nota proprieta dell’asse di un segio: Q
appartiene al semipiano individuato td&ui appartiend~ e
qguindi la retta ha in comune cop soloil punto P

Tale retta si dicégangente alla parabola nel punto P

=)

3) Al....fuoco!

Torniamo alla costruzione della parabola per me¢tén risalto un’importante proprieta.
Preliminarmente introduciamo la seguente definizion

Si chiamadiametrodi una parabola in un suo punto la retta per pasallela all'asse
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In forza della costruzione (figura), la ret@a € un

diametro e gli angoli FPM e HPM hanno la stess
ampiezza perché simmetrici rispettot;ainoltre anche

TPQ e HPM sono di uguale misura, essendo simmetri

rispetto aP: quindi FPM e TPQ sono isometrici pet
transitivita. Da cio:

In ogni punto P di una parabolg, gli angoli che la
tangentet in P a y forma col diametro peP e con la
semirettaPF di origine P hanno la stessa ampiezza.

Di conseguenza, dettpla perpendicolare aperP edR un punto dig, gli angoli GR ed RF
sono simmetrici rispetto@e hanno quindi la stessa ampiezza.

Pensiamo ora che la parabola sia costituita dastrigsgiolina sottile di materiale riflettente.
Allora, ogni raggio luminoso conmeparallelo all'asse, seguelkgge di riflessione della luce
rispetto alla perpendicolacgat nel suo punto d’'incidenzR con lo “specchiot e si riflette
nel puntoF. In esso quindi si concentra I'energia termictutti i suddetti raggi edr va ....
afuoco, donde il nome.

Questa proprieta era gia nota ad Archimede chanslecla leggendaavrebbed bruciato
alcune navi dei romani durante I'assedio a Siraca212 a.C., avendo realizzato degli
specchi che avevano forma di granmdiraboloidi (solidi ottenuti dalla rotazione di una
parabola attorno al proprio asse), cioé come lgaktantenne televisive che si chiamano
impropriamente parabole.

La costruzione iniziale e la proprieta dimostrasieurano che:

la retta tangente alla parabgl&n un suo punt® e la perpendicolare al segmefid nel suo
punto mediaM.

In particolare, la retta perV perpendicolare ad non interseca in alcun altro punto, quindi
e tangente alla parabola M. Per quanto sopra sottolineato, tutti gli altrinpudi y
appartengono al semipiano determinato dalla settae contiene il fuoco; per questo motivo
si dice chela parabola volge la concavita verso il fuoco

4) Un’espressione significativa della proprieta intsgca dei punti della parabala
Il procedimento seguito per trovare i punti deléaigibola
ci consente di affermare (figura) che, per ognizose

del puntoH sulla direttrice, esiste un solo puitali y —

quindi equidistantelaF e d - tale che il triangol¢tiMP
e rettangolo irM. Chiamato allor& il punto comune

alle rettep ex, MR ¢ l'altezza relativa all'ipotenud2H.

In forza del cosiddettt teorema di Euclideotteniamo

—2

che PR:MR=MR:RH, da cuiﬁ?:%, ovvero infine

PR _ 1
(Ho usato un linguaggio “algebrico”, perché qugteco delle grandezze sarebbe pesante).
Osserviamo ora che, per costruzidtt¢ e FV sono simmetrici rispettold, da cuiRH = FV

che é costantessendo la meta della distanz#& diad; quindi, per un generico punkdiy :
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(") = =—

MR FV
Scriviamo la (*) sotto una forma piu espressivgyfa precedente).
DettaS la proiezione ortogonale & sull’asse,SP=VR (lati opposti del rettangolo VRPS) e

.— VR PS . sV 1
cosiMR=—=—"La (*) dunque diventa (**}— = —.
2 2 () dung ( ps’  4FV

Essa esprime sotto un’altra forma la proprietdris&ca della parabglaella quale dunque:
E costante il rapporto fra la distanza di un geweripunto P dalla tangente nel vertice e |l
guadrato della sua distanza dall’asse

La (**) si pud anche scriverégt) S_V:%P_Sz. Ne vedremo fra breve I'importanza.

§2

1) Equazione della parabola con fuoco sull’assg e direttrice parallela all'assex.
Prendendo le mosse dal{f&) possiamo scrivere, in un opportuno riferimento esgno
ortogonale (figura sotto), quella che si chiaggaazione di una parabolg, dati fuocoF, e
direttrice do. Cioé I'equazione che “traduce” la proprieta getsioa che caratterizza ogni
puntoP del luogoy,, nel legame cui devono soddisfauite e solde coordinate dP=(x,y),
mediante le coordinate del fuoed’equazione della direttrice

Scegliamo come asgel’asse di simmetria della parabola e, indicato Bgrnil punto comune
adp e allassgy, assumiamo per origin®@, punto medio del segmenkgD,; orientiamo poi
I'assey daDgversoF,: I'assex € asse del segmeritgD, ed € orientato cosi che I'angokd
y abbia ampiezza uguale a 9@72). Il verticeV=0, I'assex € tangente i© ay, e, dettd,
I'ordinata del fuocd=o=(0,fy), I'equazione della direttrice g= - f,.

Primo procedimento

Ricordiamo cheéa parabolay, volge la concavita verso il fuodg@ 1 punto3). Cosi, sd-, ha
ordinata positivaP e quindiS, ha ordinata positiva; mentre Bg possiede ordinata negativa,
tale & anche quella & e conseguentemente $li

Allora da (#)S_V:%P_Szabbiamo che, dettx ey

fy

I'ascissa e I'ordinata di un qualunque punto dpHaabola,
la proprieta caratteristica geometrica del puBtgXx,y) si
“traduce” nell'equazione cui devono soddisfare
coordinate dtutti i punti diy, edi essi soltanto

= ixz

af, "

Questa d’'equazione della parabola di fuoco &=(0,f) e
direttrice d: y= -fo.

Ribadiamo: dire chy:% x*> & I'equazione della parabojgsignifica che:
0
e Se un punto appartiene alla parabala le sue coordinate devono verificarne

'equazione




 Viceversa, se le coordinate di un punto soddisfdrquazione diyy,, esso le
appartiene

Secondo procedimento
Usiamo la costruzione della parabola.
Detto H un qualunque punto di,, esso possiede ascissa variabile,sia@ ordinata fy:
Ho=(h,-fp); allora il puntoP che descrive il luogo deve:
1. appartenere alla perpendicolggalla direttrice per punto generitbdi questa;
2. essere equidistante &g e daH, cioé stare sull’assig del segmentéoH .

8]

Per la 1P giace sulla retta di equaziohgx=h.
Per la seconda proprieta, scriviamo I'equaziong, diioe I'equazione della perpendicolare al
segmentd-oH per il suo punto medid y=(h/2, 0)

Il coefficiente angolare diFgMy € m=-2fy/h (differenza delle ordinate/differenza delle
ascisse), quindi il coefficiente angolare @m1=h/2fy; da cid 'equazione dié:

h h
2) y=—(x--).
) Y=o (k=3
L’equazione cartesiana, cioexrey di yq si ottiene eliminando il paramethofra 1. e 2.:
x=h

_h . _h
y_Z_fO(X 2)-

Dalla prima equazionk=x che, sostituita nella seconda,;d%\%(x—g). Eseguendo i facili
0

calcoli
. . N 1
si ha che I'equazione gl é: y:sz.

0
Un’osservazione significativa

. . - 1 —= .
Confrontando l'equazione dyq: y:%xzcon la (#) SV:EPS, notiamo che:
0

I'equazione della parabola nel riferimento scelt |a stessa forma della proprieta che
esprime il luogo e quindi la caratteristica propdella parabola. In un altro riferimento
I'equazione e piu complessa:
I'aspetto geometrico pgiu espressivali quello analitico

Se iny:%x2 poniamoa:% (quindif0:4—1a), I'equazione della parabojg diventa:
0 0

(&) y=ax’,



dettaforma canonicadell’equazione della parabola di fu05@=(0,4i) e direttricedy: y=-
a

1
da’
Poichéa esibisce lo stesso segnofglie la parabola volge la concavita verso la semiretta
dell’asse cui appartiene il fuogdeduciamo che, di equaziong=ax*:
» volge la concavita verso il semiasse positivo delténate sea>0,
* volge la concavita verso il semiasse negativo deltitnate sa<0.
Al variare dif,, quindi dia, nellinsieme dei numeri reali escluso lo zef-{0}, y=ax’
rappresenta tutte e sole le parabole col fuoctasatly e direttrice parallela all’asse.
Ci saranno utili in seguito le seguenti osservazibe derivano dalla costruzione:
Xv=Xg, Ye=Yyv+1/43 I'equazione della direttrice, risultay=yy-1/4a
Applicazioni......

Equazione della parabola il cui asse di simmetrizasse X .

Se nel sistema di riferimento scambiamo il ruoléeddue incognite
per simmetria I'equazione dj, diventax=ay? il suo grafico &
simmetrico di quello precedente rispetto alla Iigegt di primo e
terzo quadrante; il fuoco Ey;=(1/4a, 0)e I'equazione dd, € x=-

1/4a

Fate la costruzione per esercizio.

La parabola consente di risolvere il problema di@e

Intersechiamo le parabole di equaziogFx® e x:%yz.

y:xz
Sostituendo ay nella seconda, abbiarm;t%x“, o] anche% x'—

x=0, ossiax(x*-2)=0, cioé x=00 x*=2 e infine x=0 0 x=%/2:
guesta e soluzione del problema della duplicazdmieubo ma &
un numero irrazionaleSi e provatsolo nell’ottocentoche ess
non si puo costruire con riga e compasso.

2) Equazione della tangente alla parabagiadi eguaziong=axtin un suo punt®y=(o,,Bo)-

¥ t
Dal punto3 del § 1 sappiamo che I'equazione cercata \" ¥=22* P

guella della perpendicolarg per Py alla retta FH. Il

.. . N : 1 Po=(0t,Bo)
coefficiente angolare di questang=- (differenza o
a, ‘/
delle ordinat&differenza delle ascisse) e quello di un— S .
- . . 0 =
perpendicolare — inverso e opposto - risuttal=2aa,. h /“?\7

Allora I' equazione cercata é:

y-|30=23110(x—a0), CiOéyzzaloX-Za(loz'l'ﬁo.

PoichéP, € un punto dyo, le sue coordinate, e pone devono

soddisfare I'equazione, cig=aa,’; cosi I'ultima equazione si pud scrivere:
(‘) yzzal()X'ﬁo Oy=2azox-au02.




Questa & dunque I'equazione della retta tangeteepatabolay, di equaziong/=ax® in suo
gualungue punt®q=(a,Bo).

Esempi

» Scrivere I'equazione della tangente alla paralwlg&z%x2 nel suo puntd@ y=(-2,2).

Dalla(¢) otteniamoy:Z% (-2)x-2, cioey= -2x-2, che é I'equazione cercata.
» Determinare le coordinate del punkg di contatto fra la retté,. y=-2x+2, tangente
alla parabolg,: y= % X%, e questa.

Come prima la tangentg ayo in un suo qualunque puni=(oo,po) éy:2(-%)aox-|30,

cioe y=-aoX-fo. Dal confronto cony=-2x+2 otteniamo, dal principio d’identita dei
polinomi, cheuy=2 e By=-2; queste sono le coordinate cercate, quindi(2,-2).

3) Equazioni delle tangenti a una parabofg di equazione y=d&xper un punto a essa
esterno

In genere nei libri di testo, per segnalare quatios
| punti interni a una parabola o a esssternj si fa V l?ta
leva sull'aspetto “oculistico”. La seguente € un \['[ 7 ;jg Rol |/
semplice dimostrazione. Puhtilinte i
Osserviamo innanzitutto che (figura), 0, APo=(00.Bo)
tracciata per un qualunque purfg=(ao,po) della ]
parabola la perpendicolapg all'asse delle ascisse, Ual | Lo
guesto determina spy due semirette aperte delle L[ ,{.
quali in una,py i punti hanno ordinata maggiore (d (AP M *
Bo, nellaltra, po°, i punti presentano ordinata o

minore di quella dipo. Al variare di Py su yo Ut

I'insieme descritto dap,”, sara detto depunti
interni a essa, mentre quello determinato jpig verra chiamato dei punti esterni a e3a.
a<0, sonointerni i punti con ordinatanaggioredi po, esterniquelli con ordinataninoredi .

Per trovare le equazioni delle tangenti alla paelpg y=ax’, uscenti da un punto esterno
P=(a,p), oltre al consueto procedimento si puo suggerseguente, che utilizza 'equazione
della tangente in un punto della parabola gia tava

Accertiamoci innanzitutto che il punto sia esteang, confrontando la sua ordinagacon
guella della parabola che ha la stessa asaisSariviamo quindi 'equazione della tangente
to @yoin uUN suo qualsiasi punty=(ao,po), che possiamo scrivef®=(ao, a0y’), poichéP, sta
suy, e ne soddisfa quindi 'equazioné:) po=aay’. Imponiamo che, passi per il puntd.
L'equazione di, sotto la forma (**)y=2aax-aaq’, deve essere verificata dalle coordinate di
P: p=2anaq-aey’, da questa si ha:

aa02—2aua0+|3=0.
* Le soluzioni di questa equazionedif) ao; € 0o, danno i due valori che sostituiti in (*)
forniscono le equazionyi et, delle tangenti d®=(a,p).



« Inoltre, i due valori ding, 0o; € agy, avvicendati irfo=aao’, consentono di determinare
le coordinate dei puntlf, e T, di contatto delle due tangenti con la parabola:
—- 2 - 2
T1=(001,8001°) € T2=(002,8002").
Esempi

» Trovare le equazioni delle tangenti alla parahgldi equazione (*)/:%x2 condotte
dal puntoT=(0,-2) esterno (verificatelo).

SiaPy =(ag,po) un qualunque puntdi yo; ag € o soddisfano la (*), quindi (**)30:%

0o’ e cosiPy=(ay, %aoz). Dalla(*) I'equazione della tangentgay, in Po:(ao,%aoz)

e.

=) y:Z% uox—%uoz. Imponendo che le coordinate ™ila soddisfino, essa diventa:2=

%aoz, ossia 0y°=4, cioé ay;=t2. Sostituendo questi valori nellgs) otteniamo le

equazioni delle due tangemnii y= -2x-2et,: y= 2x-2
Troviamo ora |le coordinate dei puiitj e T, di contatto Sostituendo i due valori di
in (**), otteniamo chd ;=(-2,2)e T,=(2,2).

» Scrivere le equazioni delle tangenti alla parakgldi equaziong/= -%xz tracciate dal

puntoT= (-1,2) esterno (verificatelo).
Dalla () y=2anox-aag’, 'equazione della tangentg ayo in un suo qualunque punto

Po=(ao,o), in cui da (*) Bo:'%(loz, & () y:2('%)ﬂo><+%(loz, cioé yz%uoﬁao%

Imponendo che essa sia soddisfatta dalle coordthdte (-1,2), abbiamo: 2% a0+%
ao’, Cioe ay>+2a,-8=0. Risolvendola otteniamo i valory=4 e ao= -2 che, sostituiti
nella(=), forniscono le equazioni delle due tangenti dal pufit (-1,2). y=-2x-4ey=
-X+1.

Determiniamo le coordinate dei pufitj e T, di contatto Sostituendo i due valori di
oo in (*), otteniamo chd =(4,-4)e T,=(-2,1).

§3
1) Equazione di una parabolacon 'asse di simmetria a parallelo all’'asse

Riprendiamo alcune proprieta deffaslazione che saranno molto utili per il nostro scopo:
* muta rette in rette parallele;
» trasforma segmenti in segmenti equipollenti.
Sappiamo poi che le equazioni della traslaziemdetrasforma I'origineO=(0,0) nel punto
O[1=(Xo,Yo) SONO: (J) xXO=x+Xo
YL=Y+Yo.
Esse danno le coordinateRii/=(x[],y[]) traslatodi un puntoP=(x,y). Dalla(*) otteniamo
(**) [ x=xU-Xq
J@)’:B/D')/o-
Queste permettono di determinare T'equazione de#alata int di una curva di data
equazione, sostituenda-xo ax eyll-ypay.



In relazione alle (**) osserviamo che il sistemacdordinate non € cambiato, perahé una
traslazione del piano, non degli assi coordinatiaice inx[] e yI indica solo la nuova
posizionePLIdi P; ma, avvenuta la redistribuzione dei punti nehpial’apice perde il suo
ruolo, e quindi le equaziorft*) si possono scrivere senza apice, come sostitudioncon
X-Xg €Y cony-y,, che indichiamo come segue:
($) | Xx—>X-Xq
Y—Y-Yo.
Consideriamo ora la traslazione che mutaO=(0,0) in un generico puntd/=(x,,yy) €
determiniamo I'equazione della curgyaimmagine int della parabolayy: y=ax’. Come
abbiamo appena visto, I'equazioneydsi ottiene dg=ax’* mediante le sostituzioni:
(***) X —X-Xy
¥>Y-Yv-
Essa assume cosi la forma:
(#) y'yv:a(x'xv) 2-
Poichér e un’isometria - mantiene quindi invariate le aiiste - quest'equazione rappresenta
ancora una parabola in forza della definizione. |Peroprieta della traslazione individuata
dalle (***) , y ha le seguenti caratteristiche: (figura sotto)
1. Le coordinate dv=(x,,yy) sono quelle del vertice.

2. 1l fuoco F=(x;,ys) ha coordinate=x, e y; =y, +(1/4a) (\Wf e equipollente aﬁ).

(o1, Bo)

asse dijsimmetria
a -
¥-%,=0,|ciog e
X=Xy P=(c,R)f""

:v;'ﬂ'iv_), - ’7L
direttrice  d: y:y..,.1_ D:{%.,,-J_a

4a

t y-y,=0, ciog y=y,

L’equazione della tangentenel vertice, traslata dell’'asse- che ha equaziong=0 —
per la seconda dell¢**), e y-y,=0, ossa y=y, (parallela all’ass&: una retta si
trasforma in una parallela).

3. DettoD il traslato diDy (intersezione dell’'assg con la direttricedy: y=-1/4g, D=(x,
Yy -1/48), perch&F & equipollente/,F, ; quindi I'equazione della direttriaé:
y=Vy,-1/4a

4 Vi : . _YetYo

. 'V e il punto medio del segmerf®, da CUI.yV——2 :

Osservazione
Poiché y=ax® (a#0) rappresenta tutte e sole le parabole col fuadtassey e direttrice

parallela all'ass&, I'equazione y-y,=a(x-x,) > esprime tutte e sole le parabglehe hanno
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fuoco in un qualsiasi punt& del piano e direttriced parallela all'assex; il vertice e
V=(Xy,Yv)-
Se nella (#) svolgiamo i calcoli, otteniamo:
y-y,=axi-2axx+ax,? 0 ancheg/=ax?-2ax,x+ax,’+yy,
il cui secondo membro & un polinomio di secondalgrdiequazione e cosi del tipo:

(&) y=ax’+bx+c.
Affinché i secondi membri delle ultime due equazicrincidano, per il principio d’identita
dei polinomi, deve essere:
e b=-2ax,, da cuix,=-b/23;
2
« c=ax,*+y,, che per la precedente diventsa(-b/2af+y, da cuiy\,:c-a%, cioé
a

_b* . .  dac-b? _ b®*-4ac
y,=c-— e infine.y,= ——— o0 anchey,= - ——.
4a 4a
Facciamo notare esplicitamente che, trovata I'ascigdel vertice, la sua ordinatg si puo
ottenere sostituendo il valore xlj al posto dix in y=ax’+bx+c, poichéil vertice & un punto
della parabola e quindi le sue coordinate ne degoddisfare I'equaziong, =y(X).

Esempio
In y=x?-4x+3, x,=b/2a=2e quindiy,=y(2)=2*-8+3, da cuiy,=-1.

Le considerazioni precedenti assicurano che I'eqnaz/=ax’+bx+c rappresenta nel piano
cartesiano una parabola con l'asse di simmetriallpéy all'assey; le coordinate del suo

vertice sono:
Xx=-b/2a
{ b? - 4ac

Y=Y (Xy)= — i

| precedenti punti 2. e 4. consentono di scrivesgre&ssamentese servonp l'ordinata del
fuoco e I'equazione della direttrice (I'ascissa fielco € uguale a quella del vertice):

=y, +1/4a cioe y; =— b’ —dac b
Yi =W a, Yi = 43 a3
b?-4ac 1

* L’equazione della direttrice §:=—

N.B.
L'equazione della parabola sotto la forgg,=a(x-x,)* e le relazioni che coinvolgono fuoco,
direttrice e vertice:

* X; =X, =-b/2a

* l'equazione dell’asse di simmetna-b/2a

 yi=y,t1l/4a
Ye * Yo

* W 2

* equazione della direttice y=y-1/43
consentono di risolvere, con pochi calcoli, motblgemi relativi alla parabola con I'asse di
simmetria parallelo all’assg.

4a 4a’
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Prima di qualche altro esempio due riflessioni a asservazioneche permette di trovare le
coordinate del fuoco e I'equazione della direttricgando i punti 2. e 4. precedenti.
« La parabola di equaziongax*+bx+c & chiaramente legata all’equazione generale di
secondo gradax’+bx+c=0.
* Essa permette inoltre di svolgere in modo semm@ichiaro il segno di un polinomio
di secondo grad@x’+bx+c, quindi di risolvere le disequazioni di secondadyy,
soprattutto se associata all’'usostfwaredinamici che determinano luoghi anche di
semirette o segmenti.
Queste riflessioni suggeriscono che sarebbe oppwrintrodurre la parabola prima della
circonferenza nello studio delle coniche.
Osservazione
Sia T(x)=ax*+bx+c un trinomio di secondo grado cag0. Mediante ilcompletamento del
guadratoT(x) si puo scrivere come differenza o somma di quadfatalche esempio.
T1(X)=X%-6X+5. T1(X)=x*2-3x+5=%X-2-3x+9-9+5=(%-2-3x+9)-9+5cioe T,(X)=(x-3)*-4.

3.9 9 . 3 7
To(X)=X%-3x+4. To(X)= X2 - 2§X+Z 2 +4,da CUITZ(X):(X_E)Z +Z'
T4(x)=2x2-3x+1 Moltiplicando e dividendo pe? coefficiente dix? Ts(X)=2(x? —§x+%)
che, in virtu del procedimento precedente, divan{a)=2(x* _2%X+1_§:5_1%+%)’ ovvero
3 9 1 . 3 1 \ .
T3 (X)=2[(x* —2=x+-—)-—], quindi T3(x)=2(x->)* -= (2 € quadrato di/2).
3 (0=20(x 27, x+ ) -~ ], quindi To(x)=2(x-2)° - (28 g V2)

Le considerazioni precedergonsentono di scrivere le parabole di equazipné-6x+5, y=
x%-3x-4 e y= 2%¢-3x+1 sotto la forma y-y,=a(x-x,) %, che permette di ottenere facilmente
coordinate del vertice e del fuoco ed equazionka diettrice.

Pery=x?-6x+5, abbiamoy=(x-3)’-4, cioéy+4=(x-3Y. Da cuix,=3, %,=-4, X; =x,=3; da 2. del

8 3 y; =y, +(1/4a) che, per noi diventay; =-4+1/4, ossiay; =-17/4 Da 3.8 3, la direttrice ha
equaziong/=y,-1/4a che day=-4-1/4,quindiy=-17/4

Analogamente 'equaziong=x*-3x+4 si pud scrivereyz(x—%)“%, dalla quale si ha-%z
3.2 oo _3 _7 .. . 7,1 , .
(X_E) . C05|.xf—xv—E e vy =4 il fuoco ha ordlnatayf—z+z, cioe yi=2 e l'equazione

) . . 7 1 . 3
della direttriced ey=—- =, ossiay=—.
y 4 4 Y 2

Per i problemi di “passaggio per punti” o “altra’mo usare lg=ax’+bx+c.

Qualche altro esempio.
1) Equazione della parabola noto il vertée(2,-1) e passante pé=(-1,8).
Day-y,=a(x-x,) 2 derivay+1=a(x-2)% imponiamo in questa il passaggio per
8+1=a(-1-2Y, da cuia=1: quindi 'equazione cercatay&x’-4x+3.
2) Equazione di una parabola di fudés(4,5 e direttrice di equaziong=1.
Ye * Yo

Si ha x,=x=4; inoltre yy= >

. o+1 5
, quindi yV:T:& Da y-y,=a(x-x,)*,

1
l'equazione & (*)y-3=a(x-4f; e, dato chey=y,+1/4a si ha 5:3+E’ cioe
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1 1
20a=12a+] da cuiazg che sostituito nella (*) d&-3:§(x-4)2 cioe, svolgendo i

1
semplici caIcoIi,yzg X?-X+5.

3) Trovare coordinate di verticé e fuocoF della parabola di equaziong=x*-4x+3
determinare inoltre le equazioni dell'asse di sirtrraes della direttrice
L'ascissa dV éx,=-b/2a, cioé x,=2; 'ordinatay,=y(x,)=4-8+3 quindiy,= -1.
L’'ascissa diF ex;=x,=2; la sua ordinata @=y,+1/4a cioey;=-1+1/4=-3/4
L’equazione dell’asse di simmetriaxex,, ossiax= 2, e I'equazione della direttrice
ey=Y,-1/4a che nel nostro caso diventa-1-1/4, ossiay=-5/4.
Oppure col completamento del quadrato.
Da y=x’-4x+3 possiamo scriverg=x>-4x+4 -4+3 cio@y+1=(x-2f; da cuix,= x; =2,
yv=-1, yi= y,t1/4a cioey; =-1+1/4= -3/4 'equazione dell’asse di simmetriaxex,,
ossiax= 2, e I'equazione della direttriceye y,-1/4a ovveroy=-1-1/4=-5/4

§4
Equazione della tangente alla parabolg: y=ax*+bx+c in un suo punto P=¢,p).
Ci serviremo ancora della traslaziondi equazioni

X[I=X+X, X—X-Xy
y[I=y+y,, da cui derivano le sostituzionjy—y-y, che permettono di traslare una curva.
enendo ora conto chetrun puntoPy=(ao,Bo) del pianacsi trasforma iP=(a,p) tale che
o= ugtX, Oo=0-Xy
B =Bot+yy, abbiamo che: Y Bo=p-y..

Mediante T, da y,: y=ax?, abbiamo ottenuto I'equazione della parabola atas} di
I'equazioney-y,=a(x-x,) % il cui asse di simmetria & parallelo al’agseessa si pud scrivere
comey=ax*+bx+c. Indicato poi corP=(a,) un qualunque punto g siaPy=(ao,Bo) il punto
di yo che ha per immagine m P=(a,p). Sappiamo che I'equazione della tangdgtay, in
Po=(ao,B0) €: y=2aoX-Bo; allora I'equazione della tangentey & P=(a,B) € quelladella retta
t che passa per esso ed e parallel&, aperché in una traslazione una retta ha per
corrispondente una retta parallela. Il coefficieamgolare di, € m=2aa, che, essenday= a-
X, diventam=2a(a-x,); di conseguenza, I'equazionetad:

y-B=2a(a-xy)(x-a).
Questa & dunque I'equazione della retta tangelt@atabola: y=ax*+bx+cin un suo punto
P=(a

Per cio che riguarda punti interni o esterni e dagenti alla parabolg, valgono le
argomentazioni esposte per la paralygla
Esempi

1) Scrivere I'equazione della tangente alla paralppjaex?-4x+3, nel suo punté\=(0,3).
L'ascissa del vertic¥ ex,=-b/2a=2e il suo coefficiente angolare=2a(a-x,)=2(0-2)=-4
I'equazione della tangente in A é alloya3=-4 x, cioe:y=-4x+3
Per quanto riguarda le equazioni delle tangentiaparabola del tipg=ax*+bx+c condotte
da un punto a essa esterno, si pud procedere liogima cid che si & fatto pgrax.

2) Scrivere le equazioni delle tangenti alla paralyolg=-x>-2x+3, condotte dal punt®=(-

3,1)(esterno & come e facile verificare).
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L’equazione della tangenteay in un suo punt®=(a,p) €, y-p=2a(@-x,)(X-a); troviamo per
primo l'ascissa del verticex,=-b/2a, x,=-1. L’equazione didiventa: y-p=-2(a+1)(x-a).
Imponiamo che la retta passi perP=(-3,1) sostituendo le sue coordinate nell’equazione,
abbiamo: (*) y-p=-2(a+1)(x-w). Poiché A sta sulla parabola, (#p=-a*-2a+3, cosi
'equazione, diventd-p=-2(a+1)(-3-0) cioé o’+2a-2=-2(-&-4a-3) che, svolgendo i calcoli
da: o®+6a+8=0. Risolvendo questa otteniamo i valagi-2 ea,=-4 che:
« Sostituiti nella (*) forniscono le equazioni dellette tangentt; e t, a y uscenti da
P=(-3,1) che risultanoy=2x+7 ey=6x+19
 Messi al posto delle in (#) permettono di determenge coordinate dei punti di
contattoT,=(-2,3)e T,=(-4, -5)delle due tangenti con la parabola.

Molteplici sono le applicazioni della parabola. d&gnaliamo alcune.
Con antenne o specchi parabolici molto grandi scakyono, nel fuoco, deboli segnali di
eventi lontanissimi nello spazio e nel tempo.
Diverse sono poi in fisica le leggi che si esprimomediante funzioni paraboliche:
* In cinematica, nel moto con accelerazione costanke spazio € funzione del tempo:

:% at’+vgt+s,, dovev, eds, indicano rispettivamente velocita e spazio al tets.

« Ancora in cinematica, I'accelerazione centripetamlipunto materiale &=w?r, dove
o € la velocita angolare del puntoreth sua distanza dal centro di rotazione.

* L’energia cinetica di una particella di massa EC:% mv?,

(L'insegnante sapra presentare altri esempi saativi).

Concludiamo questa proposta didattica evidenziasae® aspetti di quella che il premio
Nobel per la fisica del 1983Vigner definisce la itrragionevole efficacia del linguaggio
della matematica nella formulazione delle leggladehtura.

Il primo € indicato da Galileo nel celebre passdl &ggiatore in cui sostiene che

«...lIl grandissimo libro che continuamente ci sta rapeinnanzi a gli occhi (io dico
I'universo), e scritto in lingua matematica i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figar
geometriche, senza i quali mezzi € un aggirarsawante per un oscuro laberinto»

Il secondo €& ancora pistupefacenteconcetti e relazioni che i matematici studiano pe
considerazioni ed esigenze che non hanno a prista Mgami con eventuali applicazioni, si
rivelano a distanza di decenni o addirittura di skcsoluzioni inaspettate di problemi che
hanno le loro radici nella realta fisica

Le coniche ne rappresentano un esempio significativ

Galileo trovo che I'equazione della parabola rappresémtaio uniformemente accelera@
esempio dei proiettili e piu in generale dei cogbie si muovono in vicinanza della Terra.

La legge di Boyleche regola come variano pressione e volume dgas) (ideale) se la
temperatura e tenuta costante, riproduce un'iperbquilatera

Kepleroscopri che le orbite dei pianeti sono ellissi di itwole occupa uno dei fuoghe
Newtonapri lo scrigno che conteneva i segreti del mota@dpi del sistema solare

sono trascorsi quasi duemila anni da Menecnto

Vi esortiamo a riflettete su questo

Alfio Grasso
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